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Reaume-La definition de la vitesse de deformation elastique au cours de grandes transformations
plastiques donne lieu a des diflicultes que nous avions meconnues dans un article anterieur(2) et sur
lesqueUes nous devons revenir. Nous donnons une definition eulenenne faisant intervenir la notion de
repere directeur et Ii« i I'energie elastique instantanement recuperable. Nous montrons qu'elle differe de la
definition lagrangienne (actualisee) de Ricell).

AbItract-The definition of the rate of elastic deformation in a large elasto-plastic transformation is
studied. We show that in eulerian variables, by use of a director frame, an energeticly correct definition can
be given. It differs from the lagrangian (actualised) definition given by Ricell). Due to this fact some
relations proposed in a previous paper(2) must be formulated in a slightly different way.

1. REPRESENTATION LAGRANGIENNE ET REPRESENTATION PAR
CONFIGURATION INTERMEDIAIRE

On considere un element de matiere elastoplastique ou elastoviscoplastique en trans­
formation finie. Pour decrire son comportement:

(1) Dans la representation lagrangienne, on utilise une configuration de reference fixe (0).
On designe par F Ie gradient de la transformation faisant passer l'etement de la configuration
(0) ala configuration actuelle (a).

(2) Dans la representation par configuration intermediaire, on imagine a partir de (a) une
detente elastique de gradient E-t

, amenant l'etement dans une configuration intermediaire (K) et
on decompose F sous la forme:

F=EP. (1)

II est necessaire d'orienter la configuration rehichee. A cet eifet, nous avons introduit[3]la
notion de repere directeur (R. D. dans la suite).

Definition
Un repere directeur est un repere dans lequel I'etat thermodynamique est defini par Ie

tenseur de deformation C =1+ 2A (A est Ie tenseur de Green, C celui de Cauchy), la
temperature 8 et un certain nombre de variables internes a scalaires ou tensorielles.

II est commode de faire en sorte que ce repere conserve une direction fixe par rapport aux
axes du laboratoire. Les configurations intermediaires ainsi orientees sont dites isoclines. A titre
d'exemple, supposons que, par rapport aun certain repere, la matrice des modules d'elasticite
de I'element reste constante au cours des deformations plastiques (tel est Ie cas d'un repere lie
au reseau atomique d'un monocristal). Le repere en question sera un R.D. et nous main­
tiendrons fixe son orientation dans la suite des configurations relachees (K).

La matrice des modules elastiques se deduit de l'expression de I'energie libre 'P =cP(A, 8, a).
Dans Ie cas general un R. D. est defini par I'invariance de cette fonction i{i. Le signe - est utilise
(lorsqu'il y a lieu) pour distinguer la fonction mathematique de la grandeur physique.

Dans une transformation elastique les variables (l restent constantes et Ie R.D. subit la
meme rotation que I'element.

Quoique I'idee d'une decharge totale ait jusqu'ici prevalu, la definition d'un R.D. n'implique
pas que la configuration (0) soit sans contrainte. Nous pouvons la supposer soumise a une
contrainte de Cauchy 0'0. A partir de la configuration actuelle (a) on ramene Ie R.D. it son

573



574 JEAN MANDEL

orientation initiale et la contrainte de Cauchy ainsi que la temperature aleurs valeurs initiales.
Notons que ceci n'equivaut pas a ramener la contrainte de Kirchhoff 'ITo par rapport a la
configuration (0) a sa valeur initiale uo. Cette contrainte de Kirchhoff se trouve ramenee a la
valeur (Po!PK)p-IUoPT-I, Po, PK designant la masse volumique dans les configurations (0) et (K).

Ne serait-il pas preferable de ramener 'ITo a sa valeur initiale (uo)? Dans ce point de vue
strictement lagrangien, qui est celui de Rice [1], on evite d'introduire un R.D. Mais l'energie
libre (et Ie critere d'ecoulement) dependront d'un nombre plus eleve de parametres (les 9
composantes de la matrice P y apparaissent comme des variables parasites sans signification
physique, d. [4]).

On peut en particulier prendre la configuration actuelle a t comme configuration de
reference fixe (0) entre les instants t et t +dt et.imaginer a t + dt une detente infinitesimale
ramenant Ie RD. (defini al'instant t), la contrainte de Cauchy et la temperature aleurs position
et valeurs al'instant t. Le RD. n'intervient ici que pour preciser Ie mode de decharge, different
de celui dans lequel la contrainte de Kirchhoff serait ramenee Ii t. Ceci nous conduira
aune definition de la vitesse de deformation elastique eulerienne differente de celie qu'on obtient
en adoptant Ie point de vue strictement lagrangien "actualise". On verra que cette difference,
dont nous avions ecarte la possibilite dans [2], joue un role dans I'interpretation energetique de
la puissance depensee.

La notion de R.D. souleve la difliculte que voici. Etant donne un directeur, tout repere qui
s'en deduit par une transformation orthogonale de matrice V(a), fonction arbitraire des variables
internes a est encore un R.D. d'apres la definition. Notre but n'est pas ici, comme dans [4], de
chercher s'il existe un ou des RD. privilegies (comme celui dans lequel la matrice d'elasticite
resterait constante), mais d'etudier comment se modifient les relations de comportement (pour
la partie elastique de la transformation) lorsqu'on passe d'un R.D. aun autre ou a un repere
fixe (0).

Pour eviter des diflicultes purement semantiques nous n'utiliserons pas dans les paragraphes
2 et 3 l'expression "vitesse de deformation elastique" qui est source d'erreurs. D'autre part,
pour alleger I'ecriture des equations, nous laisserons de cote, sauf au n° 5, les variations de
temperature qui ne suscitent aucun probleme.

2. PASSAGE DE LA REPRESENTATION LAGRANGIENNE A LA REPRESENTATION
PAR REPERE DIRECTEUR

2.1 Representation par configuration intermediaire
L'etat est defini par Ce = ETE et les variables d'ecrouissage a. On peut aussi bien Ie definir

par la contrainte de Kirchhoff 'lTK par rapport a(K) et les a. Ce est une fonction de 'lTK , a. En la
derivant par rapport a t, dans Ie repere directeur, on obtient:

(2)

L(K) est la matrice des complaisances elastiques dans la configuration (K) pour les valeurs 'IT K'

a des variables d'etat.
En introduisant Ie tenseur de deformation de Green Ae au lieu de Ce

, (2) s'ecrit:

ie oAe
. T _ L(K)••

;,& - oa . a - ·'lTK •
(3)

C'est l'equation (6) de [2]. Mais en admettant que Ie ler membre de cette equation, que nous
posions egal a !ii', avait une valeur independante du R.D. choisi et la meme qu'en represen­
tation lagrangienne (K fixee) nous commettions une erreur, comme on va Ie montrer en 2.4.

2. Representation lagrangienne
L'etat est defini par Co = FTF, les variables a transportees dans la configuration (0) par la

transformation p-I, enfin Ie tenseur P lui-meme. Nous designerons par {a} l'ensemble {a, Pl. On
peut aussi definir I'etat par Ie tenseur des contraintes de Kirchhoff 'ITo relatif ala configuration
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fixe (0) et les variables a. CO est une fonction de 1To, a qui, derivee par rapport a t, donne:

C· ilCo . T - 2L(0). .
0-aa .a - . 1To

analogue de la relation (2). On va etudier Ie passage de (4) a(2).

2.3 Trans/ormation du second membre de (4)
De la formule de transformation pour les contraintes:

1To = p-I 1TK PT-I

Po PK

on deduit:

Compte-tenu de la formule de transformation des complaisances elastiques:

iI vient:

2.4 Trans/ormation du premier membre de (4)
ana:

575

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Le calcul de Co est immediat. Celui de (ilCo/ila)' aT est plus delicat. C' est une fonction
determinee (notee C') des variables 1TK , a. Avec les variables 1To, a, P on aura:

(9)

La derivation de C' par rapport aP fait apparaitre

(10)

d'oll

II resulte de (7) et (II) que I'equation (2) complete se deduit bien de I'equation (4) par transport
convectif de gradient P, mais que ce transport ne peut pas etre effectue separement sur chacun
des deux membres de (4).

En particulier (en utilisantIes tenseurs de Green)~' -(aA'/aa)' ci T n'est pas la transportee de
~o - (aAo/ aa) . aT. De plus pour 2 R.D. differents, cette grandeur ne se transporte pas de l'un a
l'autre par transport convectif. Ceci est dQ au fait que ;'-1 change de l'un al'autre. On verifiera
aisement que si: P' = VT(a)P on obtient:
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En resume nous pouvons bien dire comme en [2] que les relations (2) et (4) (les equations (2)
et (7) de [2]) sont deux aspects d'une meme relation materielle ou intrinseque. Mais nous n'avons
pas Ie droit de considerer leurs premiers membres comme les deux aspects d'un meme tenseur
materiel baptise vitesse de deformation elastique.

3. REPORT DE LA RELA nON D'ELASnCITE DANS LA CONFIGURAnON ACTUELLE
3.1 En partant de la relation (2), puisque:

Ie transport convectif covariant de gradient E (multiplier a gauche par ET
-

1
, adroite par E- 1

)

fait apparaitre au second membre la derivee de Truesdell de (T dans la transformation E:

(12)

et au premier membre les quantites:

et

On obtient:

(13)

L(a) designant la matrice des complaisances elastiques dans la configuration actuelle pour les
valeurs actuelles des variables, { }s la partie symetrique d'un tenseur.

Dans [2] nous avons egale Ie premier membre de (13) aune vitesse de deformation elastique
eulerienne De que nous supposions coincider avec la vitesse lagrangienne actualisee. C'l~tait une
erreur, d'apres ce que nous avons montre au §IIA. II convient de rectifier les equations ecrites
dans [2] §5 et 6 en y retablissant partout I'expression UtE-I}s - D' ala place de De.

3.2 En partant de la relation lagrangienne (4), par transport convectif de gradient F on obtient
de maniere analogue:

U est la derivee de Truesdell dans la transformation complete F:

u = u - grad v . (T - (T • grad T v + (T div v

oil vest la vitesse du point materiel et grad v = FF-I.

D est la vitesse de deformation complete {grad v}s.

(14)

(15)

D" transporte de (I/2)(aCo/aa) . liT et L (a): U sont respectivement les vitesses de deformation
plastique et elastique (actualisees) au sens de Rice.
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4. DEFINITION DE LA VITESSE DE DEFORMATION ELASTIQUE DANS LA CONFIGURATION
ACTUELLE DANS LA REPRESENTATION PAR REP ERE DIRECTEUR

Comme indique au no. 1 nous prenons comme configuration fixe entre I et +dl la
configuration actuelle a I, nous ramenons Ie R.D. et la contrainte de Cauchy (T aleurs position
et valeur a I. Pour r entre I et 1+ dian a: E =1+ E (E infinitesimal). On pose:

Dt = lim fEE-I}•.
~I

(16)

Cette grandeur est independante du R.D. choisi. Car si I'on remplace E par E' = EV(a), V(a)
matrice orthogonale, on obtient:

d'oil (VV- I etant antisymetrique):

Si alors nous posons:

et

I· a{E}. 'r D /
lD1 'a = I

iJa

I'equation (13) devient:

w d et Dr/dependent du R.D. choisi.
Supposons qu'it existe un R.D. (defini pour une contrainte initiale (To) tel que:

(17)

(18)

(19)

(a) 4 t reste infinitesimal,
(b) (a4 tl iJa) = 0: ceci signifie que par rapport a ce repere privitegie les proprietes ther­

moelastiques sont independantes de I'ecrouissage.

Dans un tel cas on aura: D,' = 0, Dt en general d'un ordre de grandeur tres inferieur a",d a
cause de I'importance des deformations plastiques (",d n'est pas lie aces deformations, mais a
I'heterogeneite de leur distribution). L'equation (19) se reduit alors a:

(20)

On retrouve la formulation proposee dans nos publications anterieures [2,3], oil etait
introduite la derivee de Jaumann du tenseur (T par rapport au repere privilegie.

5. COMPARAISON ENTRE LES DEUX DEFINITIONS DE LA VITESSE
DE DEFORMATION ELASTIQUE

II parait utile d'introduire l'aspect energetique. Soit ,p(4t, 6, a) l'energie libre massique
exprimee dans un R.D. Du calcul de la puissance dissipee (cf. [3]) on deduit que la puissance
des forces exterieures non transformee en chaleur est par unite de masse:

(21)
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Supposons qu'i1 existe un R.D. repondant aux 2 conditions du no. 4, sinon exactement, du
moins approximativementt:

La premiere: .1e infinitesimal, permet de remplacer Ie premier terme du second membre de
(21) par (tTl p): De, De etant la vitesse de deformation elastique definie au no. 4.

La seconde: (0.1 el oa) = 0 montre (par Ie detour d. [2] de l'enthalpie Iibre, transformee de
Legendre-Fenchel de la fonction cP) que la fonction cP se separe sous la forme:

cP(.1e
, 8, a) = 'Pt(.1e

, 8) + 'P2(8, a)

et de meme I'energie interne ii = cP - 8( 0'P1 08).
Le premier terme du second membre de (21) est alors:

~'De - 1TK • .t.e _ 0fPl. ,i.e - . _ °fPI O· _ •
. - .... - 0.1· ... - 'Pt 00 - UI

P PK

taux de I'energie interne instantanement recuperable par decharge.
Le second terme est:

. °fP2 O· .'P2-- = U2ao

taux d'energie interne bloquee.
Dne interpretation analogue n'existe pas pour la definition de Rice parce que .10 (ou Co)

depend assurement de P en transformation anelastique, donee on n'a jamais (o.1% a) = 0
(inseparabilite de .10 et des variables a dans fP ou u), ni exactement, ni approximativement.

Terminons par un exemple: soit un minocristal isole qui se deforme plastiquement par
glissements. L'energie elastique est celie du reseau atomique et de ses dislocations. Supposons
pour simplifier que les glissements se fassent sous cission reduite constante (pas de blocage des
dislocations, done (ocP/oa) =0). Suivant notre definition la vitesse de deformation elastique De
est nulle, ce qui est coherent avec (21) oil Welast = O.

Par contre avec la definition de J.R. Rice la vitesse de deformation elastique n'est pas nulle
puisque d'apres (5) la contrainte de Kirchhoff par rapport anne configuration fixe n'est pas
constante. La vitesse de Rice est affectee par les glissements plastiques (ceci apparait sous
forme precise dans les relations (7) et (11). La difference avec notre definition provient de ce
que I'enthalpie libre utilisee par Rice introduit la deformation totaIe .10 et non pas la
deformation elastique seule.
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